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あらまし 順序ソート論理は，複数のソートと半順序のサブソート関係を導入した一階述語論理の拡張である．
このようなソート付きの論理は，ソートによって概念階層を記述できる有用性から知識表現言語に広く応用され
ている．実際，ソート付き論理の節形式に対する導出原理やソート付き論理プログラミングなどの効率の良い推
論体系が研究されてきた．そのうち，Beierle の順序ソート論理は，ソートの順序によって概念階層的な知識を
与えて，そのソートに対応する単項述語 (ソート述語と呼ぶ) を導入することで言明的 (公理的) 知識との融合を
可能にしている．本研究では，Beierle の論理のさらに実用的な推論体系を目指し，ソート述語を導入したソー
ト付き論理プログラミングを形式化する．その形式化では，ソート述語とサブソートに関する導出規則を新たに
追加し，ゴール節からの線形導出に組み込む．そこで使われる言語に対しては，ソートシグネチャをソート述語
によって拡張し，それに即した Σ+ 構造上で意味論を定義する．最後に，ソート述語を含むプログラムのエルブ
ランモデルを構築して，線形導出の健全性と完全性を証明する．

キーワード 順序ソート論理, ソート述語，論理プログラミング，知識ベースシステム

1. は じ め に

論理を使った知識表現言語は，厳密な構文，意味論

および推論方法により，その推論体系の安全性を保障

することができる．しかしながら，知識表現として一

般的に使われている述語論理は，フラットな表現しか

持たない欠点が指摘されている [4]．そのため，論理

の利点を保持しつつその表現力の乏しさを解消するの

に概念階層 (ソート階層) を導入した様々な論理型言

語 [1], [2], [11]～[13] が提案されてきた．それらはハ

イブリッド言語と呼ばれ，概念階層的な知識と言明的

な知識との 2通りの知識表現を持つ．その言語を使え

ば，順序ソートにより概念階層的な知識が与えられ，

言明的な記述 (論理式)を構成する変数，関数や述語に

はソートを付加することができる．ハイブリッド言語

の中には，Frisch [6]の論理のように，単項述語による

論理式でソート階層を宣言する体系もある．

数理論理の研究では古くから，一階述語論理に複数

のソートを導入した多ソート論理 [8] が研究されてい
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る．特に，ソート間に順序を与えたものを順序ソート

論理 [15]と呼ぶ．このようなソート付きの論理体系は，

概念階層を備えた知識ベースシステムに理論的な基盤

を与えている．表 1は，ソート付き論理の分類とその

節形式およびホーン節による推論方法を一覧している．

ソート付き論理はソート表現の拡張 (単一ソート，多

ソートおよび順序ソートなど)により分類される．単

一ソートしか持たない論理は，一階述語論理に対応し

導出原理や論理プログラミング言語などの実用的な推

論体系をもつ．また，多ソート論理と順序ソート論理

にも導出原理による推論体系 [16], [18]～[20] とソー

ト付きの論理プログラミング言語 [7], [9]が提案されて

いる．

その中で知識ベースでの利用を想定して，より実用

的なソート論理が Beierle ら [3]によって提案された．

通常，ソート記号はソート階層を構築するとともに，

変数，関数や述語のソートを明示するのに使われる．

さらに各ソートは，意味論の上で単項述語と同等なこ

とから，知識表現ではソートを単項述語として利用す

る要求が生じる．しかし，ソートと述語は構文上独立

して存在するため，言語上は互いに全く関連性をもた

ず，推論にも反映されない．そこで，Beierle のソー

ト論理では，図 1の左側のようにソート階層を宣言し
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表 1 ソート論理の研究
Table 1 Studies of sorted logics

ソート付き論理の種類 言語の拡張 節形式の推論方式 ホーン節の推論方式
一階述語論理 単一ソート 導出原理 論理プログラミング
多ソート論理 複数のソート ソート項の単一化 + 導出原理 ソート付き論理プログラミング
順序ソート論理　 順序付きソート
Beierle のソート論理 ソート階層と知識ベースの融合 ソート項の単一化 + ソート述語の規則 なし

+ 導出原理

図 1 知識ベースにおけるソート述語の利用
Fig. 1 The use of sort predicates in a knowledge base
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ソート階層 知識ベース

たとき，ソートに対応した単項述語 (ソート述語と呼

ぶ)を導入することで右側の知識ベース (言明的知識)

との融合を可能にしている．図中で，x: s はソート s

上の変数を意味し，c: sはソート sに属す定数を意味

する．任意の述語 pに対して p(x: s)は「ソート sに

属す xは pである」を示す．さらに，ソート述語 sに

より s(t)は「項 tは sである」を意味する．こうした

言語の拡張に加え，知識ベース上の推論ではサブソー

ト関係 s1 <= s2 を，包含関係 s1(x)→ s2(x) とみなし

新しい規則が定義された．C,C1, C2 を節，s, s1, s2 を

ソートまたはソート述語，t, t1, t2をソート項，sort(t)

は項 t のソートを返す関数とする．文献 [3] で定義さ

れたソート代入と単一化により，Beireleが追加した 2

つの推論規則は以下のように表される（注1）．

¬s1(t1) ∨ C1 s2(t2) ∨ C2

(C1 ∨ C2)θ
(サブソート)

(但し，s2 <= s1 かつ，t1θ = t2θ とする)．

¬s(t) ∨ C
Cθ

(ソート述語)

(但し，sort(tθ) <= sとする)．1つ目の規則はサブソー

トに関する規則であり，2つ目は偽となるソート述語

の削除に関する規則である．これらの規則は，ソート

述語を利用した公理的な知識に関する推論を実現して

（注1）：ここでは，Beirele が定義した推論規則を簡略化している．し
かし，オリジナルの規則はこれらを包含しているので，推論の妥当性は
保障されている．

いる．しかしながら，実際に知識表現言語の実装を想

定しその基盤を与えるには，ホーン節の線形導出を採

用して，より実用的な推論体系を設計することが求め

られる．

従って本研究では，Beierle のソート論理に基づい

てソート述語を導入した論理プログラミングを形式化

し，その健全性と完全性を示す．そのために，次の項

目を実現する．

• 論理式をホーン節に限定

• 複数の推論規則を１つに集約

• ゴール節による線形導出

• ソート述語を含むプログラムのエルブラン Σ+

モデルを構築

まず，論理式の形式をホーン節 L← L1 ∧ . . . ∧ Ln

に限定して，その集合をプログラムとする．さらに，

項目 2と項目 3は，ソート述語を導入したことによっ

て増えた 2つの推論規則と従来の規則を 1つに集約し

て，その線形導出を定義することを示している．その

際に，空節以外にも反駁の終了を示しているゴール表

現 (成功ゴールと呼ぶ)を認識して，規則を減らす試み

を導入する．最後の項目では，ソート階層とソート述

語に対する意味論として，Σ+ 解釈を定義する．それ

により，ソート述語を考慮したエルブラン Σ+ モデル

を構築して，完全性を証明する．

2. では，ソート述語を導入した順序ソート論理の

言語，シグネチャおよび意味論を定義する． 3.では，

2.で定義した言語を使ってソート述語とサブソートに
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関する線形導出の拡張を行い，論理プログラミングの

体系を構築する． 4.では，線形導出の健全性と完全

性を証明する．最後に， 5.で本研究の結論を述べる．

2. ソート述語を含んだ論理型言語

2. 1 構 文

最初に，ソート述語を含んだ順序ソート言語の構文

を定義する．本稿では，予めホーン節に限定した論理

式の定義を行う．

定義 2.1 ソート階層をもつ一階言語 L のアルファ
ベットは次の記号を含む．

(1) S: 最大ソート � を含むソート記号 s1, s2, . . .

の集合

(2) Fn: n 引数 (n >= 0) の関数記号 f1, f2, . . . の

集合

(3) Pn: n 引数 (n >= 0) の述語記号 p1, p2, . . . の

集合

(4) Vs: ソート s の変数 x: s, y: s, z: s, . . . の集合

(5) ←, (, ): 補助記号

すべてのソート s ∈ S − {�} に対して，ソート名
の添え字をもつ述語 ps を導入し，これらをソート述

語と呼ぶ．ソート述語は単項述語 (ps ∈ P1) であり，

ソート述語の集合を PS = {ps | s ∈ S − {�}} で表
す．尚，本稿で扱う言語 L は，ソート述語を含むもの
とする．

定義 2.2 (シグネチャ) 言語Lのソート述語を含んだ
シグネチャは，次の条件をみたす 3つ組Σ = (S,Ω, <=)

である．

(1) (S,<=)は，ソートの半順序集合

(2) f ∈ Fn ならば， f : s1 × . . .× sn → s ∈ Ω

(3) p ∈ Pn ならば， p: s1 × . . . × sn ∈ Ω．特に，

ソート述語 ps ∈ PS に対して，ps:� ∈ Ω

続いて，シグネチャ Σ が与えられたとき，言語 L
の表現: 項，原子論理式 (アトム)，ゴールおよび節を

定義する．

定義 2.3 (項) ソート sの項の集合 Ts は，次により
定義される．

(1) x: s ∈ Vs ならば， x: s ∈ Ts
(2) t1 ∈ Ts1 , . . . , tn ∈ Tsn , f ∈ Fn かつ f : s1 ×
. . .× sn → s ∈ Ω ならば， f(t1, . . . , tn): s ∈ Ts

(3) t ∈ Ts′ かつ s′ <= s ならば， t ∈ Ts

すべてのソートに対する項の集合
⋃

s∈S Ts を
T で表す．すべてのソートに対する変数の集合を
V =

⋃
s∈S Vs で表す．任意の項に対して，そのソート

を返す関数 sort: T → S は，(i) sort(x: s) = s およ

び，(ii) f ∈ Fn かつ f : s1 × . . . × sn → s ∈ Ω なら

ば，sort(f(t1, . . . , tn): s) = s，により定義される．

定義 2.4 関数 V ar: T → 2V を，次のように定義

する．

(1) V ar(x: s) = {x: s}
(2) c ∈ F0 に対して， V ar(c: s) = ∅
(3) f ∈ Fn(n >= 1)に対して，V ar(f(t1, . . . , tn): s)

=
⋃

1<=i<=n V ar(ti)

T0 = {t ∈ T |V ar(t) = ∅}は，変数を含まないすべて
の項の集合を表す．変数を含まない項 t ∈ T0 のこと
を基礎項と呼ぶ．さらに，ソート sの基礎項の集合を

T0,s = T0 ∩ Ts で表す．

定義 2.5 シグネチャ Σ が与えられたとき，アトム

の集合A，ゴールの集合 G，節の集合 C は次により定
義される．

(1) t1 ∈ Ts1 , . . . , tn ∈ Tsn , p ∈ Pn かつ p: s1 ×
. . .× sn ∈ Ω ならば， p(t1, . . . , tn) ∈ A
(2) L1, . . . , Ln ∈ A (n >= 0) ならば， {L1, . . . Ln}
∈ G
(3) G ∈ G かつ L ∈ A ならば， L← G ∈ C

ps ∈ PS に対するアトム ps(t)は，特に誤解を招か

ない限り s(t)で表すことができる．定義 2.5の (2)に

おいて，n = 0のとき，そのゴールを空ゴールと呼び，

G = �で表す．また，節 L← Gに出現するゴールG

が空ゴールの場合，L←によって表される．

例 2.1 以下のような記号を含む言語 Lのシグネチャ
Σ = (S,Ω, <=

∗)が与えられているとする (但し,<=
∗ は

<=の反射的推移的閉包である)．

S = { man, student,male student, person,� },
<= = { (man, person), (student, person),

(male student,man),

(male student, student), (person,�) },

Ω = {ps:� | s ∈ S} ∪

3
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{ studying: person, john:→ man }.

このとき，節の例を以下に示す．

male student(john:man),

studying(x: person)← {student(x: person)}.

定義 2.6 関数 EV ar:A ∪ G ∪ C → 2V は次により

定義される．

(1) EV ar(p(t1, . . . , tn)) = V ar(t1) ∪ · · · ∪ V ar
(tn)

(2) EV ar({L1, . . . , Ln}) = EV ar(L1) ∪ · · · ∪
EV ar(Ln)

(3) EV ar(L← G) = EV ar(L) ∪ EV ar(G)

2. 2 意 味 論

定義 2.7 (Σ 構造) シグネチャΣ が与えられたとす

る．Σ 構造 M は，次の条件を満たす対 (U, I)である．

• U : 空でない集合

• I: 以下の条件を満たす関数

– s ∈ S のとき，I(s)⊂=U (特に，I(�) = U)

– si <= sj のとき，I(si)⊂=I(sj)
– f ∈ F かつ f : s1 × . . . × sn → s ∈ Ωのとき，

I(f): I(s1)× . . .× I(sn)→ I(s)

– p ∈ P かつ p: s1 × . . . × sn ∈ Ω のとき，

I(p)⊂=I(s1)× · · · I(sn)

加えて，以下をみたす Σ 構造M = (U, I)を Σ+ 構造

という．

• すべての s ∈ S に対して，I(s)⊂=I(ps)
• si <= sj のとき，I(psi)⊂=I(psj )

前者の条件は，ソート s の解釈からソート述語 ps の

解釈への制約を意味する．これにより，d ∈ I(s)であ
るようなすべての dは，d ∈ I(ps)となる．各ソート
に対応して導入されたソート述語は，最低限この制約

を満たすことが要求される．さらに，逆方向も加えて

I(s) = I(ps) と定義することも可能である．しかし，

本稿ではむやみに制約を増やしてモデルのクラスを小

さくすることを避けるため，I(s)⊂=I(ps)とする．
関数 f が与えられたとき，Dom(f) は f の定義域

を示す．V ′ を V の部分集合とする．すべての変数

x: s ∈ V ′ に対して，α(x: s) ∈ I(s)であるような関数
α:V ′ → U を Σ 構造M = (U, I) 上の変数割り当て

と呼ぶ．特に，Dom(α) = V の場合，単に変数割り

当てと呼び，そうでないとき部分変数割り当てと呼ぶ．

変数割り当て α に対する部分変数割り当て β の合成

は，αβ = α − {(x: s, α(x: s)) | x: s ∈ Dom(β)} ∪ β
によって定義される．Σ 解釈 I は，Σ 構造 M と変

数割り当て α の対 (M,α) である．そのとき，解釈

(M,αβ)は，Iβ によって表すことができる．

定義 2.8 Σ 解釈 I = (M,α) に対して，解釈関数

[[ ]]α: T → U は以下により定義される．

• [[x: s]]α = α(x: s)

• [[c: s]]α = I(c)

• [[f(t1, . . . , tn): s]]α = I(f)([[t1]]α, . . . , [[tn]]α)

以上の定義を使って，解釈と式の充足関係を定義

する．

定義 2.9 I = (M,α) を Σ 解釈とする．Σ充足関係

|=Σ ⊂=I × (A ∪ G ∪ C) は，以下のように帰納的に定
義される．

• I |=Σ p(t1, . . . , tn) iff ([[t1]]α, . . . , [[tn]]α) ∈
I(p)

• I |=Σ {L1, . . . , Ln} iff I |=Σ L1, . . . , I |=Σ

Ln

• I |=Σ L ← G iff Dom(γ) = EV ar(L ← G)

であるような任意の変数割り当て γ に対して，Iγ |=Σ

G ならば Iγ |=Σ L

I を Σ 解釈とする．論理式の集合 Γ のすべての元

A に対して，I |=Σ A が成り立つとき， I を Γ の Σ

モデルといい，I |=Σ Γ で表す．Γ が少なくとも 1つ

の Σ モデルを持つとき， Γ は Σ充足可能であるとい

い，そうでないときは，Σ 充足不可能であるという．

論理式の集合 Γ の任意の Σモデルが，論理式 A の Σ

モデルでもあるとき， A は Γ の Σ構造のクラスにお

ける論理的帰結といい， Γ |=Σ A と表す．特に，Γ の

元が 1つのとき，{B} |=Σ A を B |=Σ A と表す．さ

らに，Σ解釈 I = (M,α) の構造M が Σ+ 構造のと

き，I を Σ+ 解釈という．その充足関係を Σ+ 充足関

係といい，|=Σ+ で表す．よって，同様に Σ+ モデル,

Σ+ 充足可能，Σ+ 充足不可能，および Σ+ 構造のク

ラスにおける論理的帰結を定義できる．

3. 論理プログラミング

定義 3.1 (プログラム) シグネチャ Σが与えられて

いるとする．プログラムは, 節の有限集合 PΣ⊂=C で
ある．

定義 3.2 (ソート代入) ソート代入は，以下をみたす

4
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部分関数 θ:V → T である．
• θ(x: s) ∈ Ts − {x: s}
• Dom(θ)⊂=V は有限

前者の条件により，ソート代入は変数 x: s と同じ

ソートもしくはそのサブソートの項 t(∈ Ts（注2）)

への変換に制限される．ソート代入は，有限集合

{x1: s1/t1, . . . , xn: sn/tn} として表すことができる．

θ をソート代入とする．すべての x: s ∈ Dom(θ) に

対して θ(x: s) が基礎項，すなわち V ar(θ(x: s)) = ∅
ならば，θ をソート基礎代入という．変数の集合

V ′⊂
=V が与えられたとする．V

′ への代入 θ の制限

は，θ↑V ′ = {θ(x: s)/x: s | x: s ∈ V ′ ∩Dom(θ)}によ
り定義される．また，Dom(θ)⊂=V

′ かつ θ↑V ′ がソー

ト基礎代入ならば，θ を V ′ に対するソート基礎代入

という．空集合によって与えられる恒等代入は，ε に

よって表される．

続いて，ソート代入を項，アトム，ゴールおよび節

へ拡張する．

定義 3.3 　 E ∈ T ∪A∪ G ∪ C とすると，Eθ は以
下のように定義される．

• x: s ∈ Dom(θ)ならば，x: sθ = θ(x: s)

• x: s 
∈ Dom(θ)ならば，x: sθ = x: s

• f(t1, . . . , tn)θ = f(t1θ, . . . , tnθ)

• p(t1, . . . , tn)θ = p(t1θ, . . . , tnθ)

• {L1, . . . , Ln}θ = {L1θ, . . . , Lnθ}
• (L← G)θ = Lθ ← Gθ

代入 θ1, θ2が与えられたとする．代入の合成 θ1θ2は，

(x: s)θ1θ2 = ((x: s)θ1)θ2 によって定義される．また，

θ1 = θ2γ であるような代入 γ が存在するとき，θ2 は

θ1 より一般的であるという．E1, E2 ∈ T ∪A∪G ∪ C
とする．E1θ = E2θが成り立つとき，ソート代入 θ を

E1 と E2 の単一化子という．E1 と E2 の単一化子 θ

が，E1 と E2 のすべての単一化子より一般的であると

き，最汎単一化子であるという．本稿では，最汎な単

一化が一意に決まるように，ソート階層の構造を交わ

り準束 (meet-semilattice)に限定する．即ち，任意の

2つのソートに対して，必ず極大下界 (greatest lower

bound) が存在する．また，ソート階層が準束でない

場合は，文献 [4]などで述べられているように，ソー

ト階層を修正する方法がある．

（注2）：定義 2.3 により，Ts はソート s もしくはそのサブソートの項
の集合を示す．

補題 3.1 Σ 解釈 I，節 L← G，ソート代入 θ が与

えられたとする．このとき，I |=Σ L ← G ならば，

I |=Σ (L← G)θ が成り立つ．

(証明) Σ 解釈 I = (M,α) に対して，I |=Σ L ← G

とする．定義 2.9により，Dom(β) = EV ar(L← G)

であるような任意の部分変数割り当て β に対し

て，Iβ |=Σ G ならば Iβ |=Σ L である．一方，

Dom(γ) = EV ar((L← G)θ)であるような任意の部

分変数割り当て γに対して，βを β(x: s) = [[θ(x: s)]]αγ

と置く．すると，Iβ |=Σ L← G iff Iγ |=Σ (L← G)θ

が成り立つ．従って，I |=Σ (L← G)θ �

θをソート代入，C を節とすると，Cθ を C の代入

例 (もしくは，単に例)という．すべてのCの基礎例か

らなる集合を ground(C) で表し，
⋃

c∈Δ ground(C)

を ground(Δ)で表す．

PΣ をプログラム，Gをゴールとする．ゴール Gか

らの線形導出は通常以下の規則を適用して行われる．

定義 3.4 (導出規則 1：カット) L′ ← G′ ∈ PΣ と

する. θ が L ∈ G と L′ の単一化子ならば，

(G− {L})θ ∪G′θ は L と L′ ← G′ に関する Gのサ

ブゴールであり，以下のように表される.

G
θ−→R1 (G− {L})θ ∪G′θ

さらに，ソート述語を導入したことによって，2つ

の導出規則が必要になってくる．そこで， 1.で説明し

た Beierleの推論規則に基づいて，線形導出の形式に

変形させた規則を次のように導入する．

定義 3.5 (導出規則 2：サブソート) s(t) ∈ G かつ

s′(t′) ← G′ ∈ PΣ とする. s′ <= s，かつ θ が t と t′

の単一化子ならば，(G − {s(t)})θ ∪ G′θ は s(t) と

s′(t′)← G′ に関する Gのサブゴールであり，以下の

ように表される.

G
θ−→R2 (G− {s(t)})θ ∪G′θ

定義 3.6 (導出規則 3：ソート述語) s(t) ∈ G かつ

sort(tθ) <= sならば，(G− {s(t)})θ は s(t)に関する

Gのサブゴールであり，以下のように表される.

G
θ−→R3 (G− {s(t)})θ

しかしながら，このままでは合計 3つの規則が必要

で，通常の論理プログラミングのように単一の導出規
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則による証明器の特徴を損なってしまう．そこで，で

きる限り１つの規則への集約を試みる．まず，導出規

則 3を削除するために，新たに成功ゴール (successful

goal)という概念を導入する．

定義 3.7 (成功ゴール) G ∈ G をゴールとする．す
べての L ∈ Gがソート述語によるアトム L = s(t)で

あり，t の例 t′ が存在し sort(t′) <= s であるならば，

Gを成功ゴールと呼ぶ．空ゴールまたは成功ゴールを

⊥で表す．

線形導出 3を適用してソート述語によるアトムを削

除する代わりに，導出の最後までそれらのアトムを残す

ようにする．例えば，sort(t1) <= s1かつ sort(t2) <= s2

のとき，サブゴール

{s1(t1), s2(t2)}

が導かれたならば，この状態を線形導出の成功とみな

して反駁を完了すればいいのである．

さらに，導出規則 1と導出規則 2を統合するために，

関数

〈L〉 = {L} ∪ {s′(t) | L ≡ s(t) and s′ <= s}

を使って，導出規則 1を次のように変形させる．

定義 3.8 (導出規則 4) L ∈ G かつ L′ ← G′ ∈ PΣ

とする. θ が L0 ∈ 〈L〉 と L′ の単一化子ならば，

(G− {L})θ ∪G′θ は L と L′ ← G′ に関する Gのサ

ブゴールであり，以下のように表される.

G
θ−→R4 (G− {L})θ ∪G′θ.

続いて，導出規則 4のみを使って制限なし線形導出

を定義する．

定義 3.9 (線形導出) PΣ をプログラムとする．有

限列

PΣ:G0
θ1−→R4 G1

θ2−→R4 · · · θn−→R4 Gn

をプログラム PΣ に関する G0 の制限なし線形導出と

いう (n >= 0)．制限なし線形導出は，PΣ:G0
θ−→→ Gn

(但し，θ = θ1 · · · θn) によって表される．また，
1 <= i <= nに対して，各ゴールGi−1に制限された代入

θi↑EV ar(Gi−1)を θi
↑で表す．さらに，θ ↑= θ1

↑· · · θn↑

とする．

制限なし線形導出に伴うすべての単一化子が最汎単一

化子ならば，単に線形導出と呼ぶ．Gn が成功ゴール

(即ち，PΣ:G0
θ−→→ ⊥) のとき，線形導出は成功した

という．そのとき，初期ゴール G0 に含まれる変数へ

の代入の合成 (θ1 · · · θn)↑EV ar(G0) を計算解代入と

呼ぶ．

例 3.1 例 2.1のシグネチャΣ = (S,Ω, <=
∗)を使って

線形導出の例を示す．プログラム PΣ は，以下のよう

な節の集合とする．

PΣ = { male student(john:man),

studying(x: person)← {student(x: person)} }.

そのとき，ゴール {studying(john:man)} の線形導
出は次のように成功する．

PΣ : {studying(john:man)} θ−→R4

{student(john:man)} ε−→R4 ⊥

ただし，θ = {x: person/john:man}である．上記で
は，導出規則の一回目の適用がゴールと節による通常

の導出であり，二回目がサブソート関係による節 (ソー

ト述語を含む)への導出である．

4. 線形導出の完全性

線形導出の完全性（注3）を証明するために， 3. で定義

した線形導出に次の 2つの条件を与える．(1) 各ゴー

ルとプログラム内の節，およびプログラム内の節同士

で，同じ変数を含まない．(2) 導出途中で出現しなく

なった変数は，再び導入されない．

補題 4.1 IをΣ解釈，Lをアトムとする．I |=Σ L←
ならば，I |=Σ Lである．

(証明) Σ 解釈 I = (M,α) に対して，I |=Σ L ←
とする．定義 2.9 により，Dom(β) = EV ar(L ←)

であるような任意の部分変数割り当て β に対して，

Iβ |=Σ Lである．β を β(x: s) = α(x: s) と置く．す

ると，Iβ |=Σ L iff I |=Σ Lとなる．従って，I |=Σ L

が導かれる． �

（注3）：論文 [17] で述べられているように，文献 [14] における論理プロ
グラミングの完全性定理は，代入に関して誤りを含んでいる．従って，
本稿では Doets の形式化 [5] に基づいて完全性を証明する．
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定理 4.1 (線形導出の健全性) PΣ をプログラム，G

をゴールとする. PΣ:G
θ−→→ ⊥ならば，PΣ |=Σ+ Gθ

である．

(証明)線形導出の長さ n に関する帰納法で証明する．

n = 1 のとき，線形導出 PΣ:G(= L)
θ−→R4 ⊥ が存

在する．定義 3.8より，ある節 L′ ←∈ PΣ に対して，

L0 ∈ 〈L〉 と L′ の単一化子 θ が存在する．一方，I
を PΣ の Σ+ モデルとすると，補題 3.1より，I |=Σ+

(L′ ←)θ である．(i)L0 = L のとき，L0θ = L′θ な

ので，I |=Σ+ (L ←)θ となる．(ii)L0 = s′(t) のと

き，L = s(t), L′ = s′(t′)かつ s′ <= sである．よって，

L0θ = L′θなので，I |=Σ+ (s′(t′)←)θと I(s′)⊂=I(s)
により，I |=Σ+ (s(t)←)θが言える．故に，補題 4.1

から I |=Σ+ Lθ が導かれる．

n > 1のとき，線形導出

PΣ:G
θ1−→R4 (G− {L})θ1 ∪G′θ1

θ2−→R4 G2

θ3−→R4 · · · θn−→R4 ⊥

が存在し，L′ ← G′ ∈ PΣ かつ L0θ1(但し，L0 ∈
〈L〉) = L′θ1 である．帰納法の仮定により，I |=Σ+

((G−{L})θ1∪G′θ1)θ
′である (但し，θ′ = θ2 · · · θn)．

一方，I |=Σ+ (L′ ← G′)θ1θ
′が成り立つから，(i)L0 =

L のとき，Lθ1 = L′θ1 より，I |=Σ+ (L ←)θ1θ
′

となる．(ii)L0 = s′(t) のとき，L0θ1 = L′θ1 な

ので，L = s(t), L′ = s′(t′) かつ s′ <= s である．

よって，I |=Σ+ (s′(t′) ←)θ1 と I(s′)⊂=I(s) により，
I |=Σ+ (s(t)←)θ1θ

′ が言える．故に，補題 4.1から

I |=Σ+ Lθ1θ
′ が導かれる． �

続いて，完全性の証明を与える準備として順序ソー

ト言語に対応したエルブラン構造を定義する．

定義 4.1 エルブラン構造 MH = (IH , UH) は，次の

条件を満たす構造である．

(1) UH = T0
(2) IH(s) = T0,s
(3) c ∈ F0 かつ c:→ s ∈ Ωのとき，IH(c) = c: s

(4) f ∈ Fn かつ f : s1 × . . .× sn → s ∈ Ωのとき，

IH(f)(t1, . . . , tn) = f(t1 . . . , tn): s

(5) p ∈ Pn かつ p: s1 × . . . × sn ∈ Ω のとき，

IH(p)⊂=IH(s1)× · · · × IH(sn)

エルブラン解釈 IH は，その構造がエルブラン構造
である解釈をいう．さらに，任意のエルブラン構造が

Σ構造であることは，s <= s′ に対して，T0,s⊂=T0,s′ で

あることから明らかである．

補題 4.2 IH をエルブラン解釈，L ← G を節とす

る．このとき，IH |=Σ L← G ならば，かつそのとき

に限り IH |=Σ ground(L← G) である．

(証明)

(⇒) IH |=Σ L ← G とする．補題 3.1 により，

L← Gのすべての例に対して，IH |=Σ (L← G)θ ∈
ground(L← G)なので明らかである．

(⇐) IH |=Σ ground(L ← G) を仮定する．

Dom(β) = EV ar(L← G)であるような任意の部分変

数割り当てβに対して，IHβ |=Σ GならばIHβ |=Σ L

であることを証明する．定義 4.1から IH(si) = T0,si
が言えるので，EV ar(L ← G) への任意のソート基

礎代入 θ に対して，(L← G)θ ∈ ground(L← G)で

ある．したがって，xi: si ∈ EV ar(L← G)に対して

θ(xi: si) = β(xi: si)と置くと，仮定より IHβ |=Σ G

ならば IHβ |=Σ L である． �

PΣ から生成される基礎節 C の推論木を以下のよう

に定義する．

定義 4.2 PΣ をプログラムとする．PΣ に関する基

礎節 C の推論木は，以下をみたすものとする．

(1) ルートは C である．

(2) 各ノードは基礎節である

(3) リーフは，次のいずれかである．

– 節 L← G ∈ ground(PΣ)

– s′ <= sのとき，s(t) ←(但し，sort(t) = s′)も

しくは，s(t′)← s′(t′)

(4) L ← G1 ∪ {L′} と L′ ← G2 がノードならば，

L← G1 ∪G2 はその親ノードである．

定義 4.3 PΣ をプログラムとする．標準解釈 IP は，
以下をみたすエルブラン解釈である．

IP |=Σ+ L iff PΣ に関する基礎節 L←の推論
木が存在する

補題 4.3 PΣ をプログラムとすると，標準解釈 IP
は PΣ の Σ+ モデルである．

(証明) まず，IP が Σ+ 解釈であることを示す．IP
はエルブラン解釈なので，Σ 解釈であるのは明らか

である．I(s)⊂=I(ps) を示す．t ∈ I(s)(= T0,s) とす
ると，ある s′ <= s が存在して，sort(t) = s′ であ
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る．よって s(t)←の推論木が存在する．定義 4.3よ

り IP |=Σ+ s(t) なので，t ∈ I(ps) である．続いて，
s′ <= s のとき，I(ps′)⊂=I(ps) を示す．t ∈ I(s

′) を仮

定すると，IP |=Σ+ s′(t) なので，s′(t) ← の推論木
が存在する．一方，s(t) ← s′(t) の推論木も存在し，

s(t)←の推論木が導けるので，IP |=Σ+ s′(t)である．

故に，t ∈ I(ps′)である．
次に，IP が PΣ のモデルであることを示す．L ←

G(= {L1, . . . , Ln}) ∈ PΣ であり，θ は EV ar(L ←
G)に対する任意の基礎代入とする．IP |=Σ+ Gθのと

き，IP |=Σ+ Liθであるので定義 4.2より，Liθ ←の
推論木が存在する．また，(L ← G)θ ∈ ground(PΣ)

なので，(L ← G)θ の推論木が存在する．よって，

推論木の定義から Lθ の推論木が導かれる．従って，

IP |=Σ+ Lθ であり，IP |=Σ+ (L← G)θ となる．補

題 4.2を用いて，IP |=Σ+ L← G．

IP は Σ+ 解釈であるので，充足関係の定義より以下

を充たさなければならない．s′ <= sのとき，

• sort(t) = s′ に対して，IP |=Σ+ s(t)

• IP |=Σ+ s′(t)ならば，IP |=Σ+ s′(t)

上記の IP が Σ+ 解釈である証明により明らかであ

る． �

補題 4.4 PΣ がプログラムであり，PΣ に関する基

礎節 L ← G の推論木が存在するとする．そのとき，

PΣ:G −→→ ⊥ ならば，PΣ:L −→→ ⊥である．

(証明)基礎節 L← Gの推論木の高さ nに関する帰納

法で証明する．

n = 1のとき，L← Gは次の 3通りが考えられる．

(i)L ← G ∈ ground(PΣ)のとき，PΣ:G −→→ ⊥なら
ば，PΣ:L

ε−→R4 G −→→ ⊥が成り立つ．(ii)s(t)← の
とき，s′ <= sかつ sort(t) = sが成り立つはずである．

よって，{s(t)} は成功ゴールなので，PΣ: s(t) −→→ ⊥
は明らか．(iii)s(t) ← s′(t) のとき， s′ <= s が成り

立つはずである．従って，PΣ: s
′(t) −→→ ⊥ ならば，

PΣ: s(t)
ε−→R4 s

′(t) −→→ ⊥が言える．
n > 1のとき，帰納法の仮定より，PΣ:G1∪{L′} −→→
⊥ ならば PΣ:L −→→ ⊥であり，PΣ:G2 −→→ ⊥ ならば，
PΣ:L

′ −→→ ⊥である (但し，G = G1 ∪G2)．よって，

PΣ:G1∪G2 −→→ ⊥ならば，PΣ:L
ε−→R4 G1∪G2 −→→

⊥が成り立つ． �

定理 4.2 (基礎ゴールに対する線形導出の完全性) PΣ

をプログラム，G を基礎ゴールとする．PΣ |=Σ+ G

であるならば，線形導出 PΣ:G
θ−→→ ⊥が存在する．

(証明) I |=Σ+ PΣ であるとする．このとき，前提よ

り I |=Σ+ G であるので，補題 4.3 より IP |=Σ+ G

が言える．ここで定義 4.3 より，すべての L ∈ G に
対して，PΣ に関する基礎節 L ← が存在する．従っ
て，補題 4.4 を使って PΣ:L −→→ ⊥ が言える．故に，
PΣ:G

θ−→→ ⊥の存在が証明される． �

次の補題とその証明は，論文 [5]における補題 5.33

に基づく．

補題 4.5 PΣ をプログラムとする．PΣ の制限なし

線形導出

PΣ:G0
θ1−→R4 G1

θ2−→R4 · · · θn−→R4 Gn

が 存 在 し ，か つ x: s ∈ EV ar(G0θ1
↑· · · θn↑) −

EV ar(Gn) とする．このとき，ある Gi, Gj(i < j)

に対して，x: s ∈ EV ar(Giθj
↑)− EV ar(Gj)である．

(証明) 線形導出の長さ n に関する帰納法によって証

明する．

n = 1のとき，仮定より明らかである．

n > 1 のとき，x: s ∈ EV ar(G0θ1
↑· · · θn↑) に対

して，x: s ∈ EV ar(x′: s′θn
↑) のような，x′: s′ ∈

EV ar(G0θ1
↑· · · θn−1

↑) が存在する．このとき，次の

場合分けを考える．(i)x′: s′ ∈ EV ar(Gn−1) のとき，

x: s ∈ EV ar(x′: s′θn↑)なので，x: s ∈ EV ar(Gn−1θn
↑)

である．よって，x: s ∈ EV ar(Gn−1θn
↑)−EV ar(Gn)

である．(ii)x′: s′ 
∈ EV ar(Gn−1) のとき，帰納法の

仮定により，x: s ∈ EV ar(G0θ1
↑· · · θn−1

↑)ならば，あ

る Gi, Gj(i < j) に対して，x′: s′ ∈ EV ar(Giθj
↑) −

EV ar(Gj) である．(θn
↑ = θn ↑ EV ar(Gn−1) よ

り) x′: s′ = x′: s′θn
↑なので，x: s = x′: s′ (∈

EV ar(G0θ1
↑· · · θn−1

↑θn
↑))となる． �

補題 4.6 (持ち上げ補題) PΣ をプログラムとする．

PΣ の制限なし線形導出

PΣ:G0θ0
θ1−→R4 G1

θ2−→R4 · · · θn−→R4 Gn

が存在するならば，PΣ の線形導出

PΣ:G0
θ′1−→R4 G

′
1

θ′2−→R4 · · ·
θ′n−→R4 G

′
n

が存在し，以下が成り立つ．

(i) γ0 = θ0 であり，1 <= i <= n に対して (γi−1↑
EV ar(Gi−1))θi = θ′iγi かつ Gi = G′

iγi である.
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(ii) G0θ0θ1
↑· · · θn↑= G0θ

′
1
↑· · · θ′n↑γ′

n であるような代

入 γ′
n が存在する．

(証明) 線形導出の長さ n に関する帰納法によって証

明する．

n = 1 のとき，制限なし線形導出 PΣ:G0θ0
θ1−→R4

G1 が存在する．但し，Lθ0 ∈ G0θ0, L
′ ← G′ ∈ PΣ

かつ，θ1 が L0θ0 ∈ 〈Lθ0〉 と L′ の単一化子である．

ここで，EV ar(G0) ∩ EV ar(L′ ← G′) = ∅ なので，
(L′ ← G′)θ0 ↑EV ar(G0) = L′ ← G′ が言える．

よって，PΣ:G0
(θ0↑EV ar(G0))θ1−→ R4 G1 となる．一方，

θ′1 を L0 と L′ の最汎単一化子とする．このとき，

PΣ:G0
θ′1−→R4 G

′
1 が存在し，(γ0 ↑EV ar(G0))θ1 =

θ′1γ1 かつ G1 = G′
1γ1 が成り立つ．

続いて，G0θ0θ1
↑ = G0θ

′
1
↑
γ′
1 を示す．上記より，

(θ0↑EV ar(G0))θ1 = θ′1γ1なので，G0θ0θ1 = G0θ
′
1γ1

である．故に，G0θ0θ1
↑= G0θ

′
1
↑
γ1 が成り立つ．

n > 1のとき，帰納法の仮定より線形導出

PΣ:G0
θ′1−→R4 G

′
1

θ′2−→R4 · · ·
θ′n−1−→R4 G

′
n−1,

が存在する．但し，γ0 = θ0 であり，1 <= i <= n− 1に

対して (γi−1↑EV ar(Gi−1))θi = θ′iγi かつ Gi = G′
iγi

であるような代入 γi が存在する. このとき，前提よ

り制限なし線形導出 PΣ:Gn−1
θn−→R4 Gn (Gn−1 =

G′
n−1γn−1) が存在する．このとき，L ∈ Gn−1, L

′ ←
G′ ∈ PΣ かつ，θn が L0 ∈ 〈L〉と L′ の単一化子であ

る．ここで，EV ar(G′
n−1)∩EV ar(L′ ← G′) = ∅な

ので，(L′ ← G′)γn−1↑EV ar(G′
n−1) = L′ ← G′が言

える．よって，PΣ:G
′
n−1

(γn−1↑EV ar(G′
n−1))θn−→ R4 Gn

となる．一方，θ′n を L0 と L′ の最汎単一化子と

する．このとき，PΣ:G
′
n−1

θ′n−→R4 G′
n が存在し，

(γn−1 ↑EV ar(Gn−1))θn = θ′nγn かつ Gn = G′
nγn

が成り立つ．

続いて，G0θ0θ1
↑· · · θn↑= G0θ

′
1
↑· · · θ′n↑γ′

n を示す．ま

ず，代入 γiを拡張した γ′
iを定義する．あるGj , Gk(1 <=

j < k <= n) に対して，x: s ∈ EV ar(Gjθk
↑) −

EV ar(Gk) ならば，x: sγ′
i = x: sγ′

i−1θi
↑とする．

x: s ∈ EV ar(G′
i−1θ

′
i) ∪ EV ar(G′

i)(但し，G
′
0 = G0)

ならば，x: sγ′
i = x: sγi とする．これにより，次

の条件において x: sθ′n
↑
γ′
n = x: sγ′

n−1θn
↑を示した

い．(a) x: s ∈ EV ar(G′
n−1) のとき，γ

′
i の定義と

(γn−1 ↑EV ar(Gn−1))θn = θ′nγn より，x: sθ
′
n
↑
γ′
n =

x: sθ′n
↑
γn = x: sγn−1θn

↑ = x: sγ′
n−1θn

↑である．(b)

ある Gj , Gk(1 <= j < k <= n) に対して，x: s ∈
EV ar(Gjθk

↑)−EV ar(Gk)のとき，x: sθ′n
↑
= x: sであ

る．よって，x: sθ′n
↑
γ′
n = x: sγ′

n = x: sγ′
n−1θn

↑である．

ここで，y: s′ ∈ EV ar(G0) かつ y: s′θ′1
↑· · · θ′n−1

↑
= t

を考える．すると，補題 4.5 より，V ar(t) の要素

x: s は，(a) または (b) のいずれかに該当する．従

って，y: s′θ0θ1↑· · · θn↑ =I.H. y: s
′θ′1

↑· · · θ′n−1
↑
γ′
n−1θn

↑ =

tγ′
n−1θn

↑= tθ′n
↑
γ′
n = y: s′θ′1

↑· · · θ′n↑γ′
nが導かれる． �

定理 4.3 (線形導出の完全性) PΣ をプログラム，G

をゴール，θ をソート代入とする．PΣ |=Σ+ Gθ で

あるならば，Gθ = Gθ′
↑
γ であるような線形導出

PΣ:G
θ′−→→ ⊥が存在する．

(証明) まず，すべての xi: si ∈ EV ar(Gθ) に対して
新しい定数 ci: si を導入する．代入 β を Dom(β) =

EV ar(Gθ) かつ β(xi: si) = ci: si と定義する．この

とき，PΣ |=Σ+ Gθ から，PΣ |=Σ+ Gθβ が成り立

つ．定理 4.2 より，線形導出 PΣ:Gθβ
δ−→→ ⊥ が言え

る．さらに，補題 4.6は線形導出 PΣ:G
θ′−→→ ⊥および

Gθβδ↑= Gθ′
↑
γ を導く．さらに，Gθβ は変数を含まな

いので，Gθβ = Gθ′
↑
γ となる．また，Gθ′↑は新しい定

数 ci: si を含まないはずなので，xi: si と同じソートを

もつある変数 yi: si に対して γ(yi: si) = ci: si が成り

立つ．ここで，代入 γ0 を (yi: si)γ0 = xi: si により定

義し，γ′ = {(a, b) ∈ γ|a 
= yi: si} ∪ γ0 とする．故に，
Gθ = Gθ′

↑
γ′ が証明できる． �

5. お わ り に

本論文ではソートを単項述語として利用できるよう

に，ソート述語を加えたソート付き論理プログラミン

グ言語を形式化して，その完全な推論体系を実現した．

Beierle によるソート述語をもつ推論体系を基に，論

理プログラミング特有の線形導出による実装に向いた

推論メカニズムを構築できた．具体的にはゴール節か

ら空節を導く線形導出に，サブソートとソート述語に

関する推論規則を組み込むことで完全な体系へと拡張

させている．その完全性は，プログラムからの推論木

によって標準的なモデルを定義し，それが Σ+ モデル

であることから証明される．その際，サブソート関係

の解釈をソート述語を含んだ論理式の充足可能性に反

映されることで，推論体系の拡張に対応した意味論を

定義している．

本研究に関連して，知識表現の観点からソート付き
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の論理プログラミングの研究がなされている．その一

つとして，論理プログラミング言語 LOGIN [1]がある．

LOGINでは，ψ項という複雑な項表現に，順序と内部

構造をもつ一種のソート表現 (ordered type structure

と呼ばれる) を導入している．このアプローチでは，

これまで述語で表していたもの (例えば，person(x))

を述語ではなく ψ項内のソート表現で記述し推論の効

率化を図っている．従って，本研究のように，知識表

現を目的にソート述語を導入し，述語とソートとの間

での融合を扱うことは対象ではない．他に，法的推論

への応用のために，Kakutaら [10]によるソート付き

の論理プログラミングを用いた研究がある．この研究

も LOGIN同様，ソート述語を使った知識表現は行っ

ていない．

本研究では，論理プログラミングを扱うことで実用

的な側面を重要視しているが，その結果は厳密で形式

的なものである．近年では，プログラム言語の安全性

を理論的に示すのに，言語の形式化が不可欠と認識さ

れている．例えば，関数型プログラミング言語 ML

は，形式的な言語として理論的に整備されており，そ

れを踏まえてコンパイラーなどが実装されている．同

様に，本稿の結果により，ソート述語を含んだ論理プ

ログラミング言語を実装する際に，完全な言語として

理論的な保証を与えることができる．
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