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����� � ���
 �
����� ���
����
����
������ � �	
 !����������
 �	���
� ���� �
 �����#
� ��
�
�
����
 �	
�	
� �� ��� �	������ �	
 ����
� � ��������
�
�� �� ���������� ����
� T1 ��
��� �	
 ����
� � ��������
�
�� ����	
� ���������� ����
� T2�

(
1������ % �B����������
 8��������� C�
��������
=
�
��� !����������
 
��������� ��
������ �� �	
 ���
���
����
� a(x) � ��������
� ��
 �
1�
� �� �	
 ���������

����
�
��
� πd(a(x)) = a(x) − a(x − 1)

���������� ���
� πv(a(x)) =
a(x) − a(x − 1)

a(x)

��	�
�	���� π≥k(a(x)) =

{
1 � a(x) ≥ k

0 ��	
����


���������� ���
 � ���
�
��
� π2v(a(x)) = πv(πd(a(x)))

���
��� πtr(k)(a(x)) =
a(x−k)+· · ·+a(x)+· · ·+a(x+k)

2k + 1

7	
�
 ��
������ ��
 ����
���
� ���������������� ��
� ��

������
 �	
 !����������
 �	���
� �� �
������ ����������
����
�� T �� �������

(
1������ . �B����������
 ;	���
��� ?
� T = (Nat i,j ,
A) �
 � �������#
� �
������ ���������� ����
�� 7	
 !����
�������
 �	���
 � T ������
� �� � !����������
 
���������
��
����� π ∈ {πd, πv, π≥k, π≤k, π2v, πtr(k)} ���	 h, m ∈ Nat
�� �� ���������� ����
� π(T ) = (Utime, A

′) ���	 �	��

• Utime = Nat i+h,j−m ���	 i + h ≤ j − m ���

• A′ = {a′ | a ∈ A @ ∀x ∈ Utime.a
′(x) = π(a(x))}

�	
�
 h = 1 ��� m = 0 � π = πd �� πv� h = m = 0 �
π = π≥k �� π≤k� h = 2 ��� m = 0 � π = π2v� ��� h = k
��� m = k � π = πtr(k)�

7	
 ������� ����
�� h ��� m �������
 �	�� Nat i,j �� �
���
�
�� Nat i+h,j−m �
����
 �	
 ����
� � ����
� ������
� ��
���
 ��
������ �
��
��
�� :�� 
0����
� :����
 % �	��� �	

���
�
��
� πd(T1) = (Nat2,7, A

′
1) ��� �	
 �
����� � �	
 	��	

�	�
�	��� π≥2.5(T2) = (Nat2,6, A
′
2) 
������
� ��� T1 =

(Nat1,7, A1) ��� T2 = (Nat2,6, A2)� �
��
����
���
D� ����
����� �	
 ���
 �
��� Δ ��� 0� �	
 !����������


�	���
� π1(T1) ��� π2(T2[b]) � ��� �
������ ����������
����
�� T1 ��� T2[b] ��
 ��������� ����
��
� �� ��	�
�
 ���
�
���� ����
�
�
�� �
������ ����
� �� �������

con(π1(T1), π2(T2[b]), 0), con(π1(T1), π2(T2[b]), 1),

con(π1(T1), π2(T2[b]), 2), . . . , con(π1(T1), π2(T2[b]), m)

?
� T = (Utime, A) ���	 A = {a1, . . . , an} ��� �
� !����
�������
 
��������� ��
������ π1, . . . , πn �
 �����
� �� 
��	
��������
 aj �� T � 7	
�� �	
 �
������
� ��� 
������
� ���
�������� ����
�� π1(T [a1]), . . . , πn(T [an]) ��
 �
����
��
�
��

con(π1(T [a1]), con(π2(T [a2]), · · · con(πn−1(T [an−1]),

πn(T [an]), 0) · · · , 0), 0)

���� a1 a2
� � �
� � �
� � �
� 	 �
	 �
 �

 � �
� � �

=⇒

���� a1 a2
� � �
� � �
� � �
	 �� �

 ��� �
� �� ��

���� b1 b2
� � �
� � �
� � �
	 � �

 	 	

=⇒

���� b1 b2
� � �
� � �
� � �
	 � �

 � �

:����
 %* 7	
 !����������
 �	���
� πd(T1) ��� π≥2.5(T2)�

���� a1 a2
� � ���
� � ���
� � ��	
� �� ���
	 ��� ���

 �� −��	

&

���� b1
� �
� �
� �
	 �

 �

=⇒

���� a1 a2 b1
� � � �
� � ��� �
� � ��	 �
� �� ��� �

:����
 .* 7	
 ����
��
� �
������ ����
 con(πd(T1[a1]) ◦
πv(T1[a2]), π≥2.5(T2[b1]), 2) ���	 ���
 �
��� Δ = 2�

�	��	 �� ������ �
���
� �� π1(T [a1]) ◦ · · · ◦ πn(T [an])� :��

0����
� �
� πd �
 � ���
�
��
 ��
������ πv �
 � ������
���� ���
 ��
������ ��� π≥2.5 �
 � 	��	 �	�
�	��� ��
������
:����
 . �	��� �	�� �	
 !����������
 �	���
� πd(T1[a1]) ◦
πv(T1[a2]) ��� π≥2.5(T2[b1]) � T1 ��� T2[b1] �� :����
 2
��� :����
 % ��
 ��������
� ���� �	
 ����
��
� �
������
����
 con(πd(T1[a1]) ◦ πv(T1[a2]), π≥2.5(T2[b1]), 2) ���	 ���

�
��� Δ = 2 ��� �	
 �
������ ��������
 b1 ∈ A2�

+ �
������ ���
 �� �	
 ����	 �
� �	
��� �� ����
� �� ���
��������� ���
 � �	���
� � �� �� �
�
���
� ��� � ����
�

�
�� �
������ ����
 con(π1(T1), π2(T2[b]), Δ) ���������� �
�	
 !����������
 �	���
� π1(T1) ��� π2(T2[b])�

:�� 
0����
� �	
 �������� ����������� ���
� � �	���
� ��

�
�
���
� ��� �	
 ����
��
� �
������ ����
 con(πd(T1[a1])◦
πv(T1[a2]), π≥2.5(T2[b1]), 2) �� :����
 .�

(���
�
��
) ∧ (���������) →(�	�
�	���) ∧ (���
 �
���)

(a1 = 0) ∧ (a2 = 0.0)→ (b1 = 0) ∧ (Δ = 2)

(a1 = +11) ∧ (a2 = +1/3)→ (b1 = 1) ∧ (Δ = 2)

 � �	
�
 ���
�� �	
 ��������� ��������
� ��
 ���
�
��
 πd ���
��������� ���
 πv ��� �	
 �
������ ��������
 �� �	�
�	���
π≥2.5 ���	 ���
 �
��� Δ = 2� 7	
 1��� ���
 �����
� �	��
� �	
 ����
� � ��������
� a1 ��� a2 ��
 �
��	
� �
��
��
�
��� ����
��
�� �	
� �	
 ����
 � ��������
 b1 ��
� ��� 
0�

�
�	�
�	��� 2.5 �� �	
 �
0� ��� ���
 ������ 7	
 �
���� ���

�
��� �	�� � �	
 ����
 � ��������
 a1 �� ����
��
� �� +11
��� �	
 ��������� ���
 � �	
 ����
 � ��������
 a2 �� +1/3�
�	
� �	
 ����
 � ��������
 b1 
0�

�� �	�
�	��� 2.5 �� �	

�
0� ��� ���
 ������

3.3 Indiscernibility and Weight
 � �	�� ������ ������
��������� ������
� �	
 ����
��
 ���



�
��
��
 � ����
�� ��� �
��	� �
����
� �	
 !������� � ����
�
	�������

?
� T = (Utime, A ∪ {d}) �
 � �
������ ����
 ��� B �

� �
�����
 �
���� � T � 7	
 B�������
��������� �
������ �
!����������
 �	���
� �� �
1�
� �� �� 
!�����
��
 �
������
Iqc

B �� Utime ���	 �	��

Iqc
B = {(x, y) ∈ U2

time | ∀a ∈ B.sign(a(x)) = sign(a(y))}.
7	
 ���� ������� sign(n) �� �
1�
� �� sign(n) = 1 � n > 0�
sign(n) = −1 � n < 0� ��� sign(n) = 0 � n = 0�

D� �	
 B�������
��������� Iqc
B � !����������
 �	���
�� �	


�
������� � �	
 ������ (a1 = v1) ∧ · · · ∧ (an = vn) �� T
�� �
1�
� �� [[(a1 = v1) ∧ · · · ∧ (an = vn)]]qc

T = {x ∈ Utime |
sign(a1(x)) = sign(v1), . . . , sign(an(x)) = sign(vn)}� ?
�
{s1, . . . , su} �
���
 sign(Vd) = {sign(dj) | dj ∈ Vd}� :��

��	 ����
 si � sign(Vd) � �	
 �
������ ��������
 d� �

�
1�
 � �
������ ����� �� !����������
 �	���
� Ui = {x ∈ U |
sign(d(x)) = si} �	
�
 U = U1 ∪ · · · ∪ U|sign(Vd)| ���
�� u =
|sign(Vd)|� ��� �� 
�
�� x, y ∈ Ui� sign(d(x)) = sign(d(y))�

�
 ������
� �������� ��� ���� !����������
 �	���
� ���
���� �	��
 
�
��� �	�� ����������� �	���
 ��������
 ����
�
��	��	 �
 �

� �� �� ��� �	������ 
�
����� +� � �
�������
�
�	��� �	
 �
��	� w(x) � �	���
� �� 
��	 ���
 �����
x ∈ Utime �� �
1�
� �� �	
 ���������

w(x) =
∑

a∈A∪{d}
||a(x)||

�	
�
 || || : R → R �� �	
 �������
 ����
 ������� ���	 �	��
||n|| = n � n ≥ 0� ��	
����
� ||n|| = −n� :�� 
0����
� �	

����
��
� �
������ ����
 �� :����
 . �������� ��� �	������

�
��� �
����
 a1(4) = +11 �� �� ���
����
�� 	��	
� ����

�	�� �	
 ��	
� ����
�� 7	
�
��
� �
 ������ 	��	 �
��	�
w(4) = 12.33 · · · �� ���
 ����� 4 ��� ��� �
��	� w(1) = 0
�� ���
 ����� 1� �
��	�� w(1) ��� w(4) ��� �
 ��
� ��
�
��
����
�� 
������
 �	
 ��� ����������� ���
� (a1 = 0) ∧
(a2 = 0.0) → (b1 = 0) ��� (a1 = +11) ∧ (a2 = +1/3) →
(b1 = 1) ��	��� �� =
����� .�%�� 7	
 �
���� ����������� ���

����������� ������
� � ��� �	������ 
�
�� �
����
 � 	��	
�
��	� w(4)�

(
1������ 3� ��
��	��D��
� +������� ��� ;��
���
 ��
Iqc

B � ?
� Ui �
 � �
������ ����� �� !����������
 �	���
� ���
�
� x ∈ Ui� 7	
 �
��	�����
� �������� wEaccuracy ���
�
��	�����
� ���
���
 wEcoverage � � �
������ ���
 r �
�	
 ��� ϕ → (d = d(x)) ���	 d(x) ∈ Vd ��
 �
1�
� ��
�������

wEaccuracy(T, r, Ui) =
w(Ui ∩ [[ϕ]]qc

T )

w([[ϕ]]qc
T )

wEcoverage(T, r, Ui) =
w(Ui ∩ [[ϕ]]qc

T )

w(Ui)

�	
�
 w(X) =
∑

x∈X w(x)�

7	
 �������� ��� ���
���
 ���� ������� ���� �
	������ ��
������
��������� ��� �
����
 �	
 !������� � ���� �
	������
�� �	
 �
��	��

3.4 Connectedness
7	
 ����
��
��
�� � ��� �
������ ���������� ����
��

�� �����1������ 
������
� �� �
��	�����
� �������� ��� ����

���
� :����� �
 �
1�
 � �������
��� 
��������� �	�� 1��� �
���� �������
�� ����������� ���
 �� 
��	 �
������ ������ =
��
���� �
 
������
 �	
 ����� ����
 � �	
 ��0���� �������
���

���������� �� ��� �	
 �
������ �����
��

7	
 �������
��� 
��������� eval(T, r, Ui) �� �
1�
� �� ���
��� �	
 �
��	�����
� ���
���
 ��� �������� � � �
������
���
 r ���	 � �##� �
��
��	�� ������� μS �

wEcoverage(T, r, Ui) × μS(wEaccuracy(T, r, Ui))

7	
 �##� �
��
��	�� ������� μS : [0, 1] → [0, 1] ��������
�� �	
 = �##� �
� '>)� �� �
1�
� �� �	
 ���������

μS(v) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 � 0 ≤ v ≤ 1

2

8(v − 1

2
)2 �

1

2
< v ≤ 3

4

1 − 8(v − 1)2 �
3

4
< v ≤ 1

D� �������� �	
 �
��
��	�� ������� �� 
��	 �������� ����
�
�
 �
�
����
 �	
�	
� �� ��� 
��	 ����������� ���
 �� �������

�� ����
����� ��� �
������ ���������� ����
���  � ��	
�
������ ����������� ���
� ���	 ��� �������� ����
� �	���� �


�������
� 
�
� � �	
�� ���
���
 ����
� ��
 	��	� 7	�� ��
�
����
 ���	 ���
� ��
 ���������
�� ���	 ���
 ��	
� ���
�9
	��
�
�� �
 ���
�� �� 1�� �������
�� ���
� �
���� �����������
������������� 7	
 �
���� �	� �
 ��
 �	
 �##� �
��
��	��
������� �� �� 
��	���#
 �	
 �������� ����
� � �����������
��
���
��

:�� 
0����
� ������
� �	
 �������� ����������� ���
� r1

��� r2 �� � ����
��
� �
������ ����
 T = (U, A ∪ {d})�
r1 : (a1 = +1) ∧ (a2 = −1) → (d = +1)

r2 : (a1 = +1) ∧ (a2 = −1) → (d = −1)

7	
�
 ����������� ���
� 	��
 ��
������ ����������9 	��
�
��
�	
�� �
������� ���������� 
��	 ��	
�� ?
� U1 = {x ∈ U |
d(x) = +1} ��� U2 = {x ∈ U | d(x) = −1}�   �
 	��

wEaccuracy(T, r1, U1) = 0.45 ��� wEaccuracy(T, r2, U2) =
0.55� �	
� �	
�
 ���
� ��
 ���������
�� ���	 
��	 ��	
�� 7	
�
�
��
� �	
 �
��
��	�� ������� �
����� �� μS(0.45) = 0 ���
μS(0.55) = 0.02� ��� �	
�
��
� �	
 �������
��� 
����������
eval(T, r1, U1) = coverage(T, r1, U1) × 0.02 ��� eval(T, r2,
U2) = coverage(T, r2, U2) × 0 �
���� �
�� ��� ����
��  �
��������� � �
 	��
 �	
 ��	
� ����
� wEaccuracy(T, r1, U1)
= 0.89 ��� wEaccuracy(T, r2, U2) = 0.1� �	
� �	
 1��� ���

�	���� �
 	��	�� 
������
� ��
 �� �	
 ��� ���F��� �
��

�
r1 ��� r2�  � �	�� ���
� �	
 �
��
��	�� ������� ��
���
μS(0.89) = 0.9032 ��� μS(0.1) = 0� 7	��� �	
 ��������
����
 � �	
 1��� ����������� ���
 ���� ��
�� �	
 �������
���

��������� �� ����������� eval(T, r1, U1) = coverage(T, r1,
U1) × 0.9032�

?
� R �
 �	
 ����� � ����
�� B � A �� � �
������ ����

T = (Utime, A ∪ {d}) ���	 �	�� B �� � �
�����
 �
���� � T �
:�� 
��	 �
���� B ∈ R� �
 ��� ������ �	
 �
� RB � �������
����������� ���
� �� 
�
�� �
������ ����� Ui� ��
�� 
��	 �
����
B ������
� � ������� �
� � ��������� ��������
� �� A� 7	

��0���� �������
��� 
��������� �� �	
 �
� RB �� �
1�
�
�� maxEeval(T, RB , Ui) = eval(T, r, Ui) � r ∈ RB ��� ��

�
�� ���
 r′ ∈ RB � eval(T, r, Ui) ≥ eval(T, r′, Ui)�

(
1������ 5� �;���
��
��
�� �� +���������� -��
� �
;	���
�� 7	
 ����
��
��
�� � ��������� ��� �
������ ���
������
� �� 
��	 �
�����
 �
���� B � T �� �
1�
� ��

connectedness(T, B) =
∑

i=1,...,|sign(Vd)|
maxEeval(T, RB , Ui)

7	
 ���
������ ���������� �
	��� �	
 ��0���� 
����
������ maxEeval(T, RB , Ui) �� �	�� �	
 ����
��
��
�� ��
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 ����* �
������ ���������� ����
�� T1 ��� T2[b]�
��0���� ���
 �
��� m �∈ Nat�

C�����* ���
 �
��� t
2* T ′

1 = π1(T1[a1]) ◦ · · · ◦ πn(T1[an])9 T ′
2 = π(T2[b])9

%* �� Δ = 0 �� m ��
.* T = con(T ′

1, T
′
2, Δ)9

3* R = reducts(T )9 ����
� �� Iqc
B �

5* �� B ∈ R ��
>* CB = 09
/* �� i = 1 �� |sign(Vd)| ��
&* maxEevali = 09
<* �� x ∈ Ui ��
24* r = rule(x, B, T )9
22* evali = eval(T, r, Ui)9 ������ μS�
2%* � maxEevali < evali
2.* �	
� maxEevali = evali9
23* ��
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